Les nombres de Bernoulli, quelques
series, quelques premiers et
I'Inverseur version 2003.

Conférence du Séminaire de Combinatoire, vendredi le
21 février 2003.

Au programme :

Résultats pour B(n), B(750000).
Conjecture de Agoh-Giuga, n=49999.
La formule :

T den sl {Se )

p k=2

p est premier, n est pair.
[ ] est la fonction plancher,
{ } est la partie fractionnaire.

Inverseur 2003, programme interactif Maple.
Algorithme pour les séries plus rapide.

On commence par le calcul des B(n), la formule connue
est celle qui utilise les binomiaux mais...

On peut la refaire avec ceci,

X

on prend la formule 1 qu’on développe en série de

Taylor en x=0. En collectant les termes de méme degré
on retombe sur ses pattes avec une formule de
récurrence : (B+1)P*1-BP1=0 ou on remplace 1’exposant

par I'indice.

Donc si on isole un seul nombre de Bernoulli ont est
forcé d’évaluer tous les précédents. La formule
exponentielle donne la formule avec les binomiaux.
Cette formule de récurrence est élégante mais peu
pratique : on ne peut guere de rendre a plus de n=10000.
B(10000) est bien assez grand pour mesurer le diametre
dun abat-jour (référence a pi), en termes de calcul ce
n’est pas assez rapide.

D’autres formules existent comme
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qui est explicite oui mais qui demande pas mal de
calculs si n est de 1’ordre de 250000 par exemple.

L’une des définitions est la suivante (simplifiée).

2n!

) B(n) = &(n)

2n7-cn

On suppose ici n toujours pair et le résultat positif. Si
n=10000, la partie gauche du membre de droite donne
plusieurs milliers de décimales qui sont exactes. Le
résultat vrai a 27678 décimales. Il n'y a que {(n) a
évaluer exactement. Déja avec les quelques premiers
termes de {(n) on a une tres bonne approximation. Cette
formule peut se trouver si on fait le ratio B(n+2)/B(n) qui
tend assez vite sur une constante assez facile a
déterminer, le reste de 1'expression se devine en faisant
du Bootstrapping simple. (amorgage simple).

C’est la qu’intervient la formule de V-S-C (Von-Staudt-
Clausen). Elle permet d’avoir la partie fractionnaire de
B(n) méme si n est tres grand.

Par exemple : la partie fractionnaire de B(16) est

1 47 . \
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I y a plusieurs formulations: c’est la somme des
inverses des nombres+l qui divisent n et qui sont
premiers.

--on pose la liste des diviseurs de n

--on pose la liste +1

--si p est premier et fait partie de la liste+1 on fait la
somme des inverses.

--on applique une regle si n =0 mod 4.

En pratique, c’est tres rapide, on est limité par la taille
de n, lorsque n ~ 10"40.

Dans la formule (1), il suffit donc d’évaluer {(n) jusqu’a
ce que ce soit exact a I’entier pres.

Mais, on remarque que {(n) peut aussi s’écrire, un
certain L. Euler a trouvé ¢a il y a quelques temps...
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Etant donné qu’il y a moins de premiers que d’entiers il
est facile d’imaginer qu’en utilisant les premiers on
arrive plus vite. (Détails informatiques en moins)

On optimisera ensuite le calcul de I'inverse,

avoir une valeur de n avec suffisamment de précision et
il suffit de tronquer au bon endroit. C’est simple
pourtant mais c’est grace aux valeurs des constantes
facilement disponibles que c’est maintenant possible...
Il y a beaucoup de progres comme ¢a qui arrivent grdce au
simple fait que quelque chose soit automatisé plutot que
manuel. ..

...qui donne les résultats suivants avec un pc, 1600 Mhz
et 768 Mb de mémoire.

B(10000) : 27678 chiffres en 3.2 secondes.
B(400000) : 2000000 de chiffres en 16023 secondes
B(750000) : 3400000 chiffres en 75000 secondes.

Un certain Kellner se serait rendu a B(1000000) en décembre
2002 (le résultat est incertain).

Mais pourquoi s’acharner a calculer les Bernoulli aussi loin ?

Les nombres de Bernoulli fournissent des premiers
probables intéressants comme 6*B(2*2153)/2153 et 2153
est un premier irrégulier et on sait pas exactement
pourquoi c’est premier. En calculant facilement B(n) on
peut chercher plus loin. Qui dit Bernoulli dit aussi

nombres d’Euler, E(454) et E(510) sont premiers et le
TNP n’explique pas exactement ces nombres, 1 chance
sur 2500.

La conjecture de Agoh: n*B(n-1) = -1 mod n si et
seulement si n est premier a été vérifiée jusqu'a n =
49999. Agoh est équivalente a la conjecture de Giuga.

La formulation de Giuga est plus intéressante en fait :

n-1
n| Y k" +1=s(n)
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et ce si et seulement si n est premier. Le lien est avec les
nombres de Carmichael est que s(n) = -1 mod n si et
seulement si n est un nombre de Carmichael. Par
exemple 561 en est un. Il est impair, composé et 2500 =1
mod 561. Ces nombres font planter les programmes de
primalité probabilistes comme les premieres versions de
isprime() de Maple.

Une autre formulation est : le nombre 561 est pseudo-
premier en n'importe quelle base, c’est a cause de
I'existence de ces nombres que les tests de pseudo-
primalité prennent plusieurs bases différentes.

Rappel : a®b = 1 mod n signifie <souvent> que n est
premier. En répétant le test avec différents a on pseudo-
prouve que n est premier. Il doit (a) étre sans facteurs
carrés et premier a n (évidemment).



£(4305)/(-1)  est
probablement. Y-en a t-il d’autres ? et pourquoi 2153 est
il irrégulier aussi...?

Trouvé  récemment: premier,

On peut encore améliorer le calcul de {(n) si on
considere la formule sommatoire d’Euler-Maclaurin.

On peut encore améliorer le calcul si on prend les
premiers sur disque puisque la fonction ithprime de
maple est assez lente et boguée si la les premiers sont
dans [ ].

On ne gagne pas en calcul si on garde le résultat de B(n)
pour calculer B(n+2) méme si on a une bonne
approximation car le terme principal de B(n) donne déja
au-dela de 1/3 des décimales.

Une consequence de la formule de V-S-C.

Rappel : on avait

o5 )5

Se justifie par la décomposition de { } de B(n) par la
formule de V-5-C. En effet pour chaque k on a une
somme simple d'inverses de premiers.

-1 -1 -1 -1

Par exemple{B(100)}—— ERRETRETT!

Donc pour les diviseurs de 100 on retrouvera une somme
d’inverses qui parcourera les mémes premiers, en collectant
les termes semblables (premiers) on peut expliquer.

Principe simple : les sommes sont indépendantes, on a qu’a
raisonner avec les diviseurs de 100 (ou de n).

On retrouvera p, [n/(p-1)] fois.

La regle associée a la formule de V-5-C qui dit que la
somme est si n =0 mod 4 alors on a —-somme sinon on a
1-somme, en somme. En fait les termes ne font que
changer le signe puisque 1/p est équivalent a (p-1)/p
mod 1. Ce qui explique le terme avec [n/4] et [n/4 + V2]
qu’on retrouve une fois sur 2.

Le terme [n/4] et [n/4 + V2] est[-1/2,0,-1/2,0,-1/2,0...].



I est surprenant de voir une formule aussi simple et on
se demande: ne serait-il pas possible d’évaluer des
séries en ne prenant que des sommes d’inverses de
premiers ?

Il y a moins de premiers que d’entiers (La Palisse).

Evaluer la n’iéme décimale (en base a) de 1/p est facile
avec le petit théoreme de Fermat car

a® =amodp
Par exemple la série harmonique peut s’écrire (avec les

nombres premiers): est la somme our n=100 des

fractions
-51/64,-62/81,-23/49,-10/11,-4/13,-15/17,14/19,
4/23,26/29,7/31,20/37,22/41,23/43,25/47,1/53,1/5
9,1/61,1/67,1/71,1/73,1/79,1/83,1/89,1/97

(trivialement),

la somme a partir de 97 jusqu’a 53 est simple puisque le
numérateur est toujours 1, ensuite le numérateur est
3/2...jusqu’a 2.

En ré-écrivant la série harmonique uniquement en
termes des premiers on obtient qu’il ne reste que
4 types de sommes : H(2), H(3), 1/p et H*(2"k).

Mais qui dit série harmonique dit aussi une série du

= 1
type ZH

k=1

En procédant par récurrence on peut raisonner de la
facon suivante pour cette somme.

Si on la somme de fagon classique (de k=1 an) on a
n termes a évaluer et chaque terme prend log(n) pour
étre évalué : n*log(n) opérations pour évaluer.

Si on utilise que les premiers on a n/log(n) termes qui
prennent une certaine quantité a évaluer.

Si on peut réussir a le faire en log(n) * k étapes on aura
une évaluation de la somme en n*k étapes (!).

Par exemple la somme jusqu’a 100 donne (ré-écrite avec

les premiers) :
-16/81,-7/25,-44/49,-5/11,-11/13,-13/17,-8/19,
-21/23,-9/29,20/31,33/37,16/41,6/43,30/47,27/53,
30/59,31/61,34/67,36/71,37/73,40/79,42/83,45/89,
49/97

On ignore le terme avec les puissances de 2 (assez
costaud) étant donné qu’en base 2 il est évaluable
facilement.

On applique alors le méme raisonnement qu’avec la
série harmonique : les termes de 97 a 53 sont simples,
c'est (p-1)/2. Les termes entre 47 et 37, la premiere
moitié et le premier tiers sont (formule harmonique
avec un terme en 2”°k).



Finalement, mis-a-part la série harmonique, le fait
d’avoir des termes avec 2"k ne fait que déplacer le point
décimal (en base 2).

En examinant la série harmonique sommeée avec les
premiers on calcule que le nombre d’opérations est en
fait le méme c’est lorsqu’on a a faire avec d’autres séries
qu’il y aurait un gain.

Pour avoir les nombres premiers on triche en fait on les
enregistrant sur disque par tranche, la plus grande
possible a I'avance on peut s’en servir pour toutes les
séries ou bien on peut le faire (sur la mouche) a mesure
eny allant a 'envers a partir de la fin.

En examinant les séries connues on imagine qu’il serait
possible d’évaluer par exemple la somme

En effet la somme pour 100 nous donne le méme

comportement des termes avec les premiers a partir de
97.

Si ca marche il nous faut :

1) Une liste des premiers disponible (extremement
facile a générer méme pour jusqu’a 10"15).

2) La regle pour chaque terme en termes des
premiers et de la série harmonique.

3) Une procédure récursive.

Le gain se trouverait dans le fait que n/log(n) << n et
I’application du petit théoreme de Fermat aux premiers
et l'évaluation au n’ieme chiffre facilement.



Inverseur : version 2003.

Le nouveau programme Maple permet d’accéder
I'inverseur a partir d"une session Maple et de passer par
le fil du téléphone grace aux ‘package’” Sockets.

Le programme est portable, il fonctionne sur la plupart
des machines grand public et unix.

Les calculs avancés sont faits a partir de la station de
I'usager, aucune charge sur les serveurs du LaCIM sauf
pour les requétes (lookup).

On peut ajuster la profondeur de recherche par la
précision numérique demandée (de 16 a ...).

A la limite, I'inverseur pourrait ne pas avoir de page
principale mais le jaune et bleu est joli finalement.

Il y a 6 fonctions, x peut étre soit réel flottant ou une
expression Maple évaluable en point flottant.

pilook(x) : fait une requéte a l'inverseur et retourne la
plus courte réponse (s'il y a lieu) avec x.

pismart(x) : fait une requéte avancée de pilook 140 fois
avec x, ¢a prend 10-15 secondes a exécuter (internet).
pidev(x) : développe x de 17 fagons différentes et essaye
voir si la série tronquée des termes ne serait pas une
fraction rationelle, comme avec la suite de Fibonacci.
pialg(x) : teste si x est algébrique de degré 2-5 selon la
précision, peut aller jusqu’a 100 décimales et de degré

12 facilement si on augmente la précision courante
(Digits).

pilll(x) : tente de trouver une combinaison linéaire de
constantes dont x serait solution, 30 constantes sont
essayées par groupe de 5.

piyves(x) : retourne un version du dessin en ASCII de
Yves Chiricota qui ne demande aucun calcul mais qui
est amusant. On peut appeler la fonction sans argument.

Plouffe's Inverter
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"Sum(1/P(n),n=1..infinity) P(n)=(2nd degree polynomials)

14 .
Exemple d’executlon en Maple. 2785496160882403 = sum(l/(36*n"2-42*n+10),n=1..1inf) K*1/3 =
.278549616088240351112368"
"K*2/7 = .238756813789920300953458 ... no match found"
. "K*1/4 = .208912212066180263334276 ... no match found"
read inverter; "Sum(1/P(n),n=1..infinity) P(n)=(2nd degree polynomials)
1856997440588269 = sum(l/(54*n"2-63*n+15),n=1..1inf) K*2/9 =
.185699744058826900741578"
#### on tape une valeur : "K*1/6 = .139274808044120175556184 ... no match found"
"K*1/7 = .119378406894960150476729 ... no match found"
"K*1/8 = .104456106033090131667138 ... no match found"
.9182739187231231712; "K*¥1/9 = .928498720294134503707892e-1 ... no match found"
. . _ B "
pilook (%) ; ia a2 = ve0310002091387720003 79 . no varan Foumdn
"K+9/10 = 1.73564884826472105333710 ... no match found"
> INE(1.0/(1+x°3) x=0._1); e R
0.835648848264721053337103 "K+6/7 = 1.69279170540757819619425 ... no match found"
"K+5/6 = 1.66898218159805438667044 ... no match found"

_ "K+4/5 = 1.63564884826472105333710 ... no match found"
>pilook(%); "K+7/9 = 1.61342662604249883111488 ... no match found"
"K = .835648848264721053337103 ... no match found" i5/7 2 115453456256043333908130 | . no march Found:

"K+7/10 = 1.53564884826472105333710 ... no match found"

0%- "K+2/3 = 1.50231551493138772000377 ... no match found"
> "K+5/8 = 1.46064884826472105333710 ... no match found"
0.835648848264721053337103 "K+3/5 = 1.43564884826472105333710 ... no match found"
"K+7/12 = 1.41898218159805438667044 ... no match found"

- U - "K+4/7 = 1.40707741969329248190853 ... no match found"
> plsmart(m) . "K+5/9 = 1.39120440382027660889266 ... no match found"
X — "K+1/2 = 1.33564884826472105333710 ... no match found"
ffunﬁ}/lz -766011444242660965559011 ... no match "K+4§9 = 1.28009329270916549778155 ... no match found"

"K+3/7 = 1.26422027683614962476567 ... no match found"
:§I§§;°== 5152083563238228948003353 .. no mateh foundy "K+5/12 = 1.25231551493138772000377 ... no match found"
vk*78 = 131199749531230921669965 ||| no mateh founds "K+2/5 = 1.23564884826472105333710 ... no match found"
. . E ' "K+3/8 = 1.21064884826472105333710 ... no match found"
K*6/7 = .716270441369760902860374 ... no match found' "K4+1/3 = 1.16898218159805438667044 ... no match found"
ﬂﬁiifg - -gzggzggéggigggggzzzggzég e Eg $ZEZE Egﬁgg: "K+2/7 = 1.12136313397900676762282 ... no match found"
. cee "K+1/4 = 1.08564884826472105333710 ... no match found"
"K*7/9 = .649949104205894152595525 ... no match found" "K+2/9 = 1.05787107048694327555932 ... no match found"
xg:g;@ = -ggg;ggggiigigég;ggggggig e Eg $ZEZE Egﬁgg: "K+1/6 = 1.00231551493138772000377 ... no match found"
. = . . "K+1/7 = .978505991121863910479960 ... no match found"
K*7/10 = .584954193785304737335972 ... no match found" "K+1/8 = .960648848264721053337103 no match found"
"Sum(1/P(n),n=1..infinity) P(n)=(2nd  degree  polynomials) "K+1/9 = .946759959375832164448214 ... no match found"
5570992321764807 = sum(1/(18*n"2-21*n+5),n=1..inf) K*2/3 = "K+1/12 = .918982181598054386670436 ... no match found"
-557099232176480702224735" "K-11/12 = .81017818401945613329564e-1 ... no match found"
"K*5/8 = .522280530165450658335689 ... no match found" "K-9/10 = .64351151735278946662897e-1 no match found"
"Psi(a/b)-Psi(c/d) a/b and c/d = k/120,k=1..119 5013893089588326 "K-8/9 = 53240040624167835551786e-1 . .. no match found"
= Psi(1/6)-Psi(2/3) K*3/5 = .501389308958832632002262" " _ T "
K-7/8 = .39351151735278946662897e-1 . no match found
"K*7/12 = .487461828154420614446643 ... no match found" "K-6/7 - .21494008878136089520040e-1 ... no match found"
R e e L s Ll et s
WK*1/2 — .417824424132360526668552 ... no match found" "K-4/5 = .35648848264721053337103e-1 ... no match found"
vk*279 = 371395488119659551063157 Do maten found, "K-7/9 = .57871070486943275559325e-1 ... no match found"
. e "K-3/4 = .85648848264721053337103e-1 ... no match found"
"K*3/7 = .358135220684880451430187 .. no match found" "K-5/7 = .121363133979006767622817 ... no match found"
Z§i§§§2,= 3332%2;2;2%%2;22;iggzgjio ---ngomgiZEhfgﬁig?" "K-7/10 = .135648848264721053337103 ... no match found"
VK*378 o (3133€8318099570395001414 || mo mateh oundn "K-2/3 = .168982181598054386670436 ... no match found"
= - ce "K-5/8 = .210648848264721053337103 ... no match found"



"K-3/5 .235648848264721053337103

no match found"

"K-7/12 = .252315514931387720003770 . no match found"
"K-4/7 = .264220276836149624765674 no match found"
"K-5/9 = .280093292709165497781547 no match found"
"K-1/2 = .335648848264721053337103 no match found"
"K-4/9 = .391204403820276608892659 no match found"
"K-3/7 = .407077419693292481908532 no match found"
"K-5/12 = .418982181598054386670436 no match found"
"K-2/5 = .435648848264721053337103 no match found"
"K-3/8 = .460648848264721053337103 no match found"
"K-1/3 = .502315514931387720003770 no match found"
"K-2/7 = .549934562550435339051389 no match found"
"K-1/4 = .585648848264721053337103 no match found"
"K-2/9 = .613426626042498831114881 no match found"
"K-1/6 = .668982181598054386670436 no match found"
"K-1/7 = .692791705407578196194246 no match found"
"K-1/8 = .710648848264721053337103 no match found"
"K-1/9 = .724537737153609942225992 ... no match found"
"K-1/12 = .752315514931387720003770 ... no match found"
"2*K = 1.67129769652944210667421 no match found"
"Mixed constants with 5 operations 2506946544794163
(Pi+sr(3)*1n(2))/sr(3) 3*K = 2.50694654479416316001131"
"7*K = 5.84954193785304737335972 no match found"

no match found"
no match found"
no match found"
no match found"
o match found"
o match found"
o match found"
no match found"
no match found"

match found"
match found"
match found"
match found"
match found"

no match found"
no match found"
no match found"

no match found"

match found"
match found"
match found"

no match found"
match found"

no match found"

no match found"
match found"

no match found"
match found"
match found"
match found"

"In(K) = .179546792098950176471510

"In(1+K) = .607398014790866068589962

"exp (K-1) = .848444036968440753484032

"exp (1-K) = 1.17862811974385602922406

"exp (K) = 2.30631000815574690233048 n

"cos (K) = .670696552454050542482516 n

"sin(K) = .741731848127240003063845 ... n

"sin(Pi*K) = .493687007112843002850183

"cos (P1i*K) = .869639660438715100757247 ...

"exp (-K) = .433593054040317560362079 no

"K*(1/2) = .914138309154977408518761 no

"K*(1/3) = .941906816040416626619082 no

"K*(3/2) = .763898625200016380990032 no

"K*(2/3) = .887188450103395248186114 ... no
"1/K*(1/2) = 1.09392636758040749219060

"1/K*(1/3) = 1.06167614775715842313823

"1/K*(3/2) = 1.30907422400212294041996

"l/KA(2/3) = 1.12715624271647968426528

"1/(1-K) = 6.08453296153776868349910 no

"1/(1+K) = .544766500927081908887956 no

"(1+K) "2 = 3.36960669413559689726927 ... no
"(K-1)/(1+K) = .895330018541638177759095e-1 ..
"(1+K)/(K-1) = 11.1690659230755373669982 no
"trunc (K)+1-K = .164351151735278946662897

"1/K = 1.19667489768766480796016 no match found"
"K®2 = .698308997606154790595071 no match found"
"1/K*2 = 1.43203081075578303594539

"K*3 = .583541109582475101871530 ... no

"abs (K-1) = .164351151735278946662897

"K-2 = 1.16435115173527894666290 ... no

"K-3 = 2.16435115173527894666290 ... no

"1+K = 1.83564884826472105333710 ... no

"K+2 = 2.83564884826472105333710 ... no match found"
"1-1/K = .19667489768766480796016 no match found"

.265995289780759119301869

no match found"

"arctan(K) = .696103254343282259171359 no match found"
"GAMMA (K) = 1.12646782232185819118302 no match found"
"Psi(K) = .885738701246877567290788 no match found"
"Pi*K = 2.62526828268921950069389 no match fOL"1d"

On recoupe la réponse comme étant une
combinaison linéaire en Pi*sqrt(3) et log(2), ce
que Maple évalue symboliquement facilement.

Comme on le voit l'algorithme est assez béte
mais ¢a marche. Les variations essayées sont x op
F12 ou F12 est I'ensemble de Farey d’ordre 12 et
op est une opération (+, ., /¥, exponentiation). Les
autres sont des fonctions usuelles avec x et leur
inverses si c’est faisable.

Le nom pilll vient de Plouffe Inverter Lentra-
Lenstra-Lovasz du nom de l'algorithme duquel
la programme est construit.

Pour l'algorithme LLL (pilll) il y a une regle
simple pour le nombre de coefficients nécessaires
selon la précision en vigueur qui rend le calcul
automatique :



Nombre de coefficients = [sqrt(Digits)] donne une
regle du pouce.

En d’autres mots 100 décimales de précision
permettent de tester avec 10 nombres a la fois
(donc 9 inconnues d"un coup).

Références

Conjecture de Agoh :
http://mathworld.wolfram.com/AgohsConjecture.html

Conjecture de Giuga :
http://mathworld.wolfram.com/GiugasConjecture.html

Résultats avec les nombres de Bernoulliet formules
connues :

http://www .lacim.ugam.ca/%7Eplouffe/ber750000.txt
http://numbers.computation.free.fr/Constants/constants.h

tml
http://mathworld.wolfram.com/BernoulliNumber.html

Programme pour l'inverseur :
http://www.lacim.ugam.ca/%7Eplouffe/inverter.txt

Description générale de I'Inverseur :
http://www.lacim.uqam.ca/%7Eplouffe/articles/Certitude

sans_demonstration.pdf
http://www.sciencenews.org/sn arch/11 9 96/mathland.
htm




Pour réussir a craquer quelle est
I'expression asymptotique de x/(exp(x)-1) il
suffit d’utiliser la méthode de craquage
suivante.

On développe x/(exp(x)-1) en série de Taylor,
On récupeére un terme sur 2,
On met en valeur absolue,

On récupeére les coefficients qu'on multiplie
par n! pour s’apercevoir que les coefficients

croissent rapidement et ne sont pas du type

n
C

On voit que ce n’est pas constant on fait
I’hypothése que a(n+1)/a(n) pourrait 1’étre,

Et ca ne l'est pas, on fait alors I’hypthése
que ca croit comme un polynome et on
effectue les premieéres différences suivies des
secondes différences et on récupére la
constante = .20264236728467554288... qui
une fois passée dans l'inverseur de Plouffe
trouve que c’est 2/Pi*2 et qui nous permet
de trouver le terme principal du

développement asymptotique de

environ :

(1) B(n) =

X

eX

1 qui est
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